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第二节 积分基本定理

;

,,

的积分值是不同的线径而起点终点相同的曲

沿不同路复积分从上一讲的例子可知

C

dzz
C
∫

积分值是相同的。

的起点终点相同的曲线沿不同路径 Czdz
C

,∫

一、单连通域的柯西定理

2 0
0 0

i n
n

π =
=  ≠0

1
0( )nz z r

dz
z z +− = −∫

问题：复积分的积分值与路径无关，或沿封
闭曲线的积分值为零的条件是什么？
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( )− −定理 柯西 古萨基本定理

( ) ,

( ) :

f z B

f z B C

如果函数 在单连通域 内处处解析 那么

函数 沿 内任一条封闭曲线 的积分为零

0)( =∫
C

dzzf

1、这个定理对于复变函数的研究与发展起着非常
重要的作用。它是复变函数理论的基础，因此将此
定理称为积分基本定理。

说明：

(2 )f z D在单连通区域 内处处解、定理中的条件是 ，

此条件比积分定义中被积函数

析

连续要强得多。
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1 2

2

1

1 2 1 23 ,

( ) ( )

( ) .

C C

z

z

B z z C C

f z dz f z dz

f z dz

∫ ∫

∫

、对 中起点为 和终点为 的曲线 和

= ，仅与起点和终点有关，

记为

( )
( )

f z B
f z B C

如果函数 在单连通域 内处处解析，那么

函数 在 内任一条封闭曲线 的积分为零.

G

y

xo

1L
2L

⋅B

⋅A
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2i− •
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1( ) : 1
2

,

f z C z D
z

= =
+

 在曲线 所围的区域 内

处处解析

:古萨基本定理由柯西 −− 0
2

1

1
2 =
+

∴ ∫
=z

dz
z

2
1

1
2z

dz
z= +∫例 计算

2 2 22 2z z i+ = − ( 2 )( 2 )z i z i= + −

2

1 = 2
2

z i
z

±
+

除 外处处解析
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二、多连通域的柯西定理
( )

( ) 0
C

f z C

f z dz =∫
如果 在曲线 的内部不完全解析时，不一定

有
0 0

2 0
z z r

dz i
z z

π
− =

= ≠
−∫如：

1+
( ) 0

C C
f z dz

−
=∫

1C C取 内的正向简单闭曲线 ，
D

C

c1

1D

( )f z C若 在正向简单闭曲线 内含有奇点

1

1

( )f z C C
D

−在由 和 为边界的区

域 内解析, 1D在闭区域 上

连续，则
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二、多连通域的柯西定理

( )f z

在区域内的

一个解析函数沿闭曲线的积分，

不因曲线在区域内作 而改变它的值，

只要在变形

连续变形

不

闭路变形原

过

理：

经过 不解程中曲线 析的点。

D

C

c1

1D

1
( ) ( )

C C
f z dz f z dz⇒ =∫ ∫ 

1+
( ) 0

C C
f z dz

−
=∫

1 1 1( ) +f z D C C D−在区域 内解析, 是区域 的

正向边界曲线,
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1 (
C

dz C
z∫例 计算 其中 是含原点的任意正向闭曲线）

1( )

0,

f z C D
z

z

=

= − −

由于 在曲线 所围的区域 内有一个奇

点 不能直接用柯西 古萨基本定理。

1

,
: ,C z a=

以原点为中心 作一个圆

取逆时针

1

1 ,
C C

D
使得曲线 与曲线 所

围成的区域 内无奇点

1
1( ) ( )f z D
z

=即 在 多连通域内处处解析。

解：

a 1C

C

x

y

•o
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根据闭路变形原理

∫∴
C

dz
z
1

∫
=

=
az

dz
z
1 iπ2=∫=

1

1

C

dz
z

0
1

0( )nz z r

dz
z z +− = −∫ 2 0

0 0
i n

n
π =

=  ≠

仿照本例的方法,我们有：





∈≠
=

=
−∫ )(10

12
)(

1

0 Znn
ni

dz
zzC

n

π

其中 是任何一条包含 的简单闭曲线。0C z

a
1C

C

x

y

•o
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二、多连通域的柯西定理
( )定理 复合闭路定理

1 2

1 2

, , , ,
,
,

, , , ,

n

n

C D
C C C

C

C C C C
D





设 为多连通域 内的

一条简单闭曲线

是在 内的简单闭曲线 它

们互不包含也互不相交

并且以 为边

界的区域全含于 。

:, )( 那么内解析在如果 Dzf

D

C

c1

c2

1 2 nL C C C C− − −= + + + +记

( ) 0
L

f z dz =∫
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二、多连通域的柯西定理
( )定理 复合闭路定理

D

C

c1

c2
1 2 nL C C C C− − −= + + + +

( ) 0
L

f z dz =∫
( )

C
f z dz∫

1 2

( )
nC C C

f z dz
+ + +

= ∫



1
( )

k

n

k C

f z dz
=

= ∑ ∫
( )f z C n应用：若 在曲线 所围的区域内含有 个奇点，

1 2, , nC C C可做互不相交互不包含的曲线 ，使它们

柯西各含 积分一个奇点 公式, 再用 求复积分
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( )− −定理 柯西 古萨基本定理

( ) ,

( ) :

f z B

f z B C

如果函数 在单连通域 内处处解析 那么

函数 沿 内任一条封闭曲线 的积分为零

0)( =∫
C

dzzf

D

C

c1

1D

闭路变形原理

1
( ) ( )

C C
f z dz f z dz=∫ ∫ 

D

C

c1

c2

1 2+
( ) ( )

C C C
f z dz f z dz=∫ ∫ 

复合闭路定理
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三、原函数与不定积分

1

0
( ) ( )

z

C z
f z dz f z dz=∫ ∫

0

( ) ,

( ) ( ) , ( ) ( )
z

z

f z B

F z f d B F z f zζ ζ ′= =∫

若函数 在单连通域 内处处解析 那么函数

必为 内的解析函数 且 。

定理
0

( ) ( )
z

z
F z f dζ ζ= ∫令

       ( )

, ( )
C

f z B

B C f z dz∫
由柯西基本定理知：设 在单连通区域 内

解析，则对 中任意曲线 积分 与路径

无关，只与起点和终点有关，即

单值函数
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( ) ( ),
( ) ( ), ( ) ( )

z B f z
z f z z f z B

φ
φ φ′ =

如果函数 在区域 内的导数等于

即 那么称函数 为 在区域

内的原函数。

1定义

:注意

一个常数。的任何两个原函数相差)()2( zf

。有一般表达式

而且具函数那么它就有无穷多个原

内有一个原函数在区域如果函数

CzF
zF

Bzf

+)(
,),(

)()3(

0
( ) ( ) , ( ) ( )

z

z
F z f d F z f zζ ζ ′= =∫设 则

0
(1) ( ) ( ) ( )

z

z
F z f d f zζ ζ= ∫函数 是 的一个原函数
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那么的一个原函数为解析

内处处在单连通域如果函数

,)()(,
)(

zfzG
Bzf

2定义

CzFdzzf +=∫ )()(
定理

内的两点。为域这里 Bzz 10 ,
有了原函数、不定积分和解析函数的积分

公式，复变函数的积分也可以用与微积分学
中类似的方法计算。

( ) ( )
( ) ( ) ,

f z F z C
C f z

+的原函数的一般表达式

其中 为任意常数 为 的不定积分 记作

1

0
1 0( ) ( ) ( )

z

z
f z dz G z G z= −∫
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( ) ( 2) ,zf z z e= + ∴

− −

 在全平面上解析 可用

牛顿 莱布尼兹公式

∫ +
AB

zdzez )2( ∫
−

+=
i

zdzez
1

)2(

izzz ezee 1)2( −−+= izz zee 1)( −+=

1)11()1( −+−−+= eei i iei )1( +=

解

( 2) ,

: 1 :

z

AB

z e dz AB

A z B z i

+

= − =

∫计算 其中 是

到点 的有向

例

直线段。
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参数法第二种方法:

∫ +
AB

zdzez )2(





+=
=

⇒+=
1

1:
ty
tx

xyAB直线

)01()1( 到从 −++=⇒ tittz

∫
−

++ ++++=
0

1

)1( )1(]2)1([ dtieitt itt

iei )1( +=

( 2) , : 1

:

z

AB

z e dz AB A z

B z i

+ = −

=

∫计算 其中 是 到

点 的有向直线段。

解 1
i z t
i
−

=
+

或
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总结求复积分的方法：
2

1

2

1

2 1( ) ( ) ( ) ( )
1

) ( ) ( ( )) '( ) ,

( ) ( )

( ) 0

2 ( ) ( )

( ) ( )

1( )
(

i

z

z

z

z

C

C

i f z dz F z f z
C

ii f z dz f z t z t dt

i f z C

f z dz

C ii f z C

f z dz f z dz

iii
z

β

α

 = −

 =


=

=

−

∫

∫ ∫

∫

∑∫ ∫



 
C

牛顿-莱布尼兹公式
、 为开路径

( 参数法 直线、折线、圆弧等。

在 所围成的单连通域内解析,由基本定理

、 为闭路径 在 所围成的区域内有奇点，则挖洞后用

复合闭路定理

0

2 , 1
0, 1)nC

i n
dz

nz
π












= =  ≠
∫
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